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1 • まえがき
安 雄
本稿は自然環境保護に関するオプション価値の概念を明確にすることを目
的とする。一度開発によって破壊されると，復元が著しく困難であるような
自然環境について，その自然を保全するか開発するかに関して，オプション
価値には 3種類が区別される。それらは非可逆的（復元不可能な）開発に関
連した概念で，将来の情報の不確実性とか，未利用者が将来にその自然を訪
れるかもしれない選択権の購入とかに基づいて発生する。
議論のための対象として，はじめに自然公園が私企業によって運営されて
いるものと想定する。優れた管理と営業努力にも拘わらず，収入が費用をま
かなうのに不十分であり，その逆境状態を将来において改善できる見透しが
無い場合，この自然公園を閉鎖して，製材とか鉱石採掘などの，レクリエー
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ション以外の目的に開発を行うべきかを問う問題について，オプション価値
の概念に 2種類がある。これらを第2節と第3節において論ずる。
ついで第4節では，対外債務を負っている中南米諸国の熱帯雨林の自然を
保護するために，非政府組織 (NGO)の環境保護団体が，対外債務を自然と
取り換える場合の評価に，オプション価値の概念が使用できることを示す。
この際のオプションは，株式や為替に関する金融オプションの概念に類似し
ている。第4節に関係する数式の詳しい導出は数学付録にまとめられる。
2. 情報の不確実性に基づく準オプション価値
自然のままの美しい或る公園が，商業的開発によって破壊されると，将来
その自然のままの状態での公園を人びとが訪れる喜びは失われる。この公園
の所有者（営利的私企業）が商業的開発によって得る便益と，将来人びとが
この公園を自然の状態で訪問することの便益とを，比較検討する必要が生じ
る。自然は一度開発されると，それを元の自然へ再生することは不可能であ
り，公園破壊は非可逆的 (irreversible)であると考えられる。公園の将来価
値について十分な情報が得られる見込みは，公園破壊の非可逆性の問題と結
合して，環境保全を選択するオプションの価値を生成させることを，本節に
おいて説明しよう。
具体的には，現在を第1期として，第2期の情報が不確実であると想定す
るArrow-Fisher(1974)は，この不確実性が環境破壊を伴う開発の期待便益
価値を低下させ，将来情報の確実な場合の便益価値との差額をオプション価
値とする。
我々は Fisher-Hanemann(1987)に沿って，当面のオプション価値を明ら
かにしよう。上記の 2期モデルにおいて，第2期における開発の純便益B2が
不確実であると言うことを，離散的確率Pでその純便益が正値になり，そし
て確率 (l-p)でその純便益が負値になる状態に言い換えて，つぎのような
一次式で表す。
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(dげ d2)/3 
B2 (di, 必）＝｛
(di十ん）a
確率P
確率(1-p)
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(1) 
ここに{]>0, a< 0であり， d,(t= l, 2)は第 t期に開発される割合を
示す。開発の非可逆性はつぎのように表現され，
d12 0 (t= 1, 2) (2) 
そして最大可能な開発割合は 1であるので，
d1::=;;1, d1+d2::=;;1 (3) 
が満たされなければならない。
第 1期の情報は既知であって，その内容は環境保全（非開発）の便益の bp,
開発の便益の如開発費用の C1である。したがって dぷよって得られる純便
益B1(d1) は
B1 (d1) = bp (1 -d1) + b』-c1d1 = bp+ wd1 (4) 
となる。ただし W 三 bd-bp―o と置く。
後に B心比を加算する形で全体の純便益を求めるので， (1)式に示され
た比は，第2期の純便益を第 1期価値へ換算した「割引き現在価値」である
と想定される。
さて前述の不確実性が第2期の初めまでに解消されないので，叱の決定に
際しては，凡の期待値を最大化するようになされる場合（これを uncertain
caseと呼ぼう）を考えると，両期の全体の期待純便益 V*はd,に依存して，
つぎのように表される。
V*(d1) =B1 (d,) + max E{B2(d1, 必）｝
d22 0 
(5) 
ただし Osdげ d2s1の制約がある。そしてここでの E{・}は第 1期初めに
利用可能な情報の下での期待を示し， (1)式を考慮して，
E{Bz (d1, め） }=(dげ佑）〔P/J+(l-p)a〕 (6) 
となる。もしP/3+(1 -p) aが正値であれば， dげ d2:;1とd2:-2:0の制約下
でE{B2(d1, ん）｝を最大にするには， d2=1 -diと置けばよく， P/3+(1 -
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p)a:::;; 0ならば，必=Oと置く。したがって(5)式はつぎのようになる。
V*(d,)={ 
bp + wd, + P/3 + (1 -p) a if P/3 + (1 -p) a > 0 
bp+Wd1 +d1 〔P/3十(I-P)a〕 otherwise 
(7) 
その上で V*(d,)の値を最大にする d,を求めて，それを d,*と記して，数
学表示としては
d, * = arg max V * (d,) (8) 
o:; d, :c;1 
と書く（ここでargはargument(独立変数）の略字）。 0::;d,::; 1の制約下
で V*(d,)を最大化するには， W十P/3+(l -p) a> O (ケー ス(a)),w+P/3+ 
(l-p)a:::;;o(ケース(b))'およびw::;0とP/3十(l-p)a>O(ケース(c))
の各ケースでd,を決定すればよく，ケース (a)では d,*=1, ケース(b)とケ
ース(c)では d,*=0になる。以上をまとめて，
V * (1) = bp + w + P/3 + (1 -p) a 
V* (0) = { 
bp + P/3 + (1 -P) a 
bp 
if P/3+(1-P)a>。
otherwise 
(9) 
(10) 
と整理される。 (9)式はケース (a)の場合， (10)式の上側はケース (c),下側
はケース (b) の場合である。
つぎに別のシナリオとして，前述の不確実性が第2期初めに解消して，そ
れ以後に完全な情報を活用して d2を決定する場合（これを certaintycaseと
呼ぼう）を考えて，意思決定者は， 4を選定するに際して，後にんを決める
ときにこの完全情報を活用できることを認知しているものと想定する。第2
期の純便益B2(di, d2)を必について最大化する際のB孔ま，確実に (d1+ d2) 
/3か， (d1+ん）aかに等しいので， (2)と(3)の制約の下での d2は，それぞ
れ必=1-dlか， d2=0かになる。すなわち
確率Pmax fJ 
d22 0 B鵡，必）＝
d1+鯰 1 {叫確率(l-P)
(11) 
両期にまたがる全体の期待純便益 Vはd1の関数としてつぎのようにな
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る。
V(d1) =B鵡）+E{昇斎恥(d1,必）
d1 +d2sl ｝ 
=bp+wd】+pp+(1-p) ad1 
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(12) 
(12') 
ここで(12')は(12)式へ(4)式と (11)式を代入して得られた。そして Vを最
大化するような d1を求めると，それは(8)の表記にならって
d1 =arg max V (d1) (13) 
0~d1~l 
と記されて， w+(I-p)a>0ならばd1= 1, それ以外ならばd1=oになる。
これらをまとめると
V(l)=bp+w+p(J+(l -p)a 
V (0) = bp+p(J 
である。 (9)と(14)を見ると
V*(l) = V(l) 
となることが判かる。
certainty caseにおいて，もし V*(0)が V*(1)より大きいならば， di*=
0と置き，もしその逆ならば， di*=1とするのが正しい選択であり，これを
下記のように書く。
(14) 
(15) 
(14') 
??
rー•ーー、＿ ???? if V* (0) > V* (1) 
otherwise 
(16) 
同様に， uncertaincaseにおいては
????
＝?? if v c o)> v 0)
otherwise 
(17) 
が正しい 4の選択である。しかし(16)による 4の選択は，第2期の不確実な
情報の下で行われており，実際，その不確実性の解消を待ってから d2を決定
する場合の， (17)による d1の選択よりも，最適性の程度が低い，いわば準最
適 (suboptimal)な選択であると言える。
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(14')に示されているように，第 1期に開発を行うことによる純便益は，前
記の情報が不確実である場合も，それが確実化される場合も，いずれでも同
ーになるので，情報の不確実性による純便益の損失は，第 1期に環境保全が
行われるときの，完全情報下の純便益 V(o)と不確実情報下のそれ V*(0) 
との差によって表わされ，これを準 (quasi)オプション価値 (QOV)と定義
する。すなわち
QOV = V (0) -V* (0) 08) 
= [ v (o)―V(l)]-[V*(O)-V*(l)] (18') 
(10)式と (15)式を(18)式へ代入すると，
QOV= { 
-(1-p) a>O if P/3十(1-p)a>。
P/3>〇 otherwise 
となり， QOVはつねに正値をとることが判明する。
したがってまた(18')より，
[ V (0) -V (1) J > [ V* (0) -V* 0) J 
がいつも成立するので， (16)と(17)を考慮に入れると，
a心 d,*
(19) 
(20) 
(21) 
となることが判かる。このことは，意思決定者が非可逆的開発の結果につい
て，より多くの情報を得る可能性を無視するとき，必ず開発に対して保全の
純便益を過少評価して直ちに開発を行うべきだとする決定へ偏向する程度が
大きくなることを意味する。言い換えると，一層多くの情報を入手し得ると
いう単なる見透しがあることが，開発による環境破壊の非可逆性と結合して，
環境保全に賛成のオプション価値（正値の）を生し出す。このことを Henry
(1974) は「非可逆性効果」と呼んでいるが，次節で述べるオプション価値
と違って，時間経過と将来情報の不確実性を必要とするオプション価値であ
る点に特色があり，開発の非可逆性は両方に共通している。
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3 • 選択権の価値変動リスクに基づくオプション価値
前節と同様に或る美しい自然公園が私企業によって経営されていて，その
収益が費用を下回る状態で，将来もこの不利な経済状態が改善される見込み
がないので，この公園を閉鎖して他のレクリエーション目的でない形へ開発
するという場合を考えよう。この公園を将来において訪問したいと願望して
いる人びとにとっては，それを保全してもらうためには，現在いくらかの金
額を喜んで支払いたいと思うであろう。その喜んで支払う対象は，将来その
財貨を購入（その公園を訪問）できる選択権としてのオプションを意味する。
（株式オプションが，将来ある株式を購入または売却できる権利であること
を想起すると，類似性は明らかである。） Bishop (1982)は，これに関する諸
論者の分析を検討した上で，将来その公園を訪問するオプションのために現
在喜んで支払う最高額をオプション価格(OPと略記）と定義し，また各訪問
者が訪問にて得る便益から宿泊費・交通費などの全費用を差し引いた残りを
消費者余剰 (CSと略記）として，当面のオプション価値 (OVと略記）を OP
が期待消費者余剰E(CS)を超過する額と定義する。すなわち
OV=OP-E(CS) (22) 
各消費者（公園訪問者）はこのオプションを購入しなければ，将来公園の訪
問を許可されないものと想定されている。入園料はこのとき無料とする。
((22)式では将来価値を現在価値へ割引く率がゼロと仮定されている。）
いま Bishop(1982)による Schmalensee(1972)分析の単純化手法に従っ
て， ovの値が正値をとったり，負値をとったりすることを証明しよう。その
単純化とは将来の状態可能性を，状態 1の生じる可能性（その確率は 1C1) と
状態2の生じる可能性（その確率は 1C2(= 1 -1C1)の2つの場合に限定するこ
とで， SchmalenseeはN個の状態可能性を想定した。状態 iの期待効用関数
を Vi(X;) とすると，全効用 Vは
2 
V=}: 冗;Vi(X;)
; CI 
(23) 
と表される。ただし兄は状態 iにおいて消費される財ベクトルである。さら
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にRを状態 iにおける価格ベクトル， Y;をその状態で支出可能な所得とし
て， Vi(X、,)を間接効用関数ば(Y;,P;)に変換すると，次式が得られる。
~ 
V= _I冗ば(Y,-,P,.) 
I I 
(24) 
ここであらゆる Eに対してば（・）は Y;の凹関数であるものと想定しよう。
そしてばの所得の限界効用 U~(Y;, P;) = a Ui/aY; はすべての i,Y; とP;
について存在するものとしよう。
価格ベクトルには，公園訪問の交通費・宿泊費などの総経費が一価格とし
て含まれ，その公園訪問価格を除くすべての価格ベクトルは，いずれの状態
においても一定であるが，価格ベクトルP*の中の公園訪問価格はその訪問
のための実際経費に等しく定められ，価格ベクトルP'の中の公園訪問価格は
実質的に無限大の高価格に設定されるものとする。状態 iにおいて，公園訪問
のために喜んで支払ってよいと消費者が考える額を CS;と記して，それは次
式を満たすCS;であると定義される。
ば(Y;,P') =ば(Y;―CS;, P*) (i=l, 2) (25) 
CS1キCS2が想定される。 (25)式では， CS;を支払って公園を訪問する場合の
効用水準が，訪問しない場合のそれに等しく保持されるような大きさをcs,
とし，消費者余剰と考えられる。
オプション価格 (OP)は，両方の状態を合わせたときの期待効用全体が，
金額を支払って公園訪問する場合も同一になるような，両状態に共通の金額
のことで，それは
2 2 
2冗iば(Y;,P') =}: 冗iば(y;.―OP, P*) 
i=I i=I 
(26) 
を満たす。 (26)式の左辺はオプションを買わないときの期待効用を，右辺は
オプションを購入するときの期待効用を示す。オプション価値(OV)は， (22)
式によって，当面のモデルでは
OV=OP-~ 冗;CS;
i=I 
(2') 
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になる。この OVの値は，正値，ゼロまたは負値になる可能性があることを，
以下に証明しよう。
(25)式を(26)式左辺へ代入すると，次式が得られる。
2 
2冗，且i(Y;-CS,,P*) = L冗1ば (Y;-OP,P*) 
, = I i= I 
(27) 
U'(・）は所得について凹関数であると想定されているので，図 1を参考にし
て， a点での所得の限界効用且只を，その点での接線の傾きで表すと，つぎの
不等式が成立する。
[b-a] U~,(a) > Ui(b)-Ui(a) (28) 
ただし，ここに a=Y;-CS;, b = Y;-OPと置き，効用関数の中の価格べ
クトル p•を省略している。 (28)式を書き換えると，
U'(Y;-OP) <ば(Y,-CS;)+ [CS;-OP] U'.v(Y;-CS;) (28') 
(28')式は i=1, 2について成立し，これらを(27)式へ代入して整理すると，
次式が得られる。（価格ベクトル p•を省略して表現する。）
~ 
~1l;U~(Y;-CS;) [CS;-OP] >O 
;~1 
ここで， もし
U~,(Y1 —CS1) = U忍(Y2-CS2)
となれば， (29)式によって，
OV= OP-~1e,-CS,. <O 
;= I 
となり，オプション価値は負値をとることになる。
つぎに図 2を参照して，
(29) 
(30) 
(31) 
[a-b]且i,(b)> U,.(a)-U'(b) (32) 
が成立することが判かる。ここで以前と同様に a= Y;-CS;, b = Y;-OP 
と置くと，
ば(Y,--CS;)<ば(Y;-OP)+ [OP-CS』且~(Y;-OP) (32') 
になり， (32')の不等関係を(27)式へ考慮すると，
2 冗;U~(Y;-OP) [OP-CS』>O
i=I 
(33) 
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の不等式が導出される。ここで，もし
U~(Y;-OP) = U~(Y2-0P) (34) 
となれば， (33)式によって，
OV=OP-~ 冗;CS;>O 
;=1 
(35) 
となり，オプション価値は正値をとる。
このようにオプション価値が正値や負値をとり得る理由を考えると，オプ
ションそのものは選択権であって，その権利を行使しなければオプションは
無価値になるという，オプション価格を支払うことに含まれる，危険（リス
ク）があって，それに対して消費者は危険回避の消費効用関数をもつ。間接
効用関数が所得について凹関数であることが，危険回避的消費効用を表して
いる。
いま (26)式を一般化した表現として，
冗,U'(Y;-x,,P*)+冗2庄(Y2-X:!,P*)=~ 冗iば(Y;,P') (36) 
i=I 
について考えよう。 x戸 x.i=OPのとき， (36)式は(26)式に帰着し，またふが
CS; になる場合にも (36)式は成立する。 Graham(1981)に従って， (36)式を
満たす石と石の描く曲線を，「willing-to-pay(wtpと略記）」軌跡と名付け，
これを図 3と図4に実線で描こう。 (wtpを「最大支払い金額」と訳す場合も
ある（岡 (1997),p.78)が「支払意志額」と訳す方が多い。）この曲線が凹形
になることをつぎに説明する。 (36)式をふについて全微分すると
冗1U'.vdxけ—冗2U2v必 =O
となり，これから次式が得られる。
心/dx1= (一冗！／冗2)(U'.v/U2,.) < o 
これを叫こついて微分すると，
i7 =旦幽
冗2 ut <O (37) 
になる。ここに U如はU只，を所得で微分した 2次微分係数であって，この符
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号は負となる（庄は凹関数であるから）。したがって (37)は全体として負値を
とる。 このことは wtp曲線への接線の傾きが，ふの増大と共に小さくなるこ
とを意味して， wtp曲線は凹状（原点から眺めて） でなければならない。
図3および図 4において，
Xz = E(CS) _匹
冗2 砲ふ
の直線が，原点からの45゜ 線と交わる点で決まる E(CS)と矛盾しないように
(38) 
定められるとして， この(38)の直線と wtp曲線との交点Sの座標が (CSi,
CS2)になる。その結果，図 3ではOP>E(CS)となるので， OV>0であり，
図1 (28)式の成立 図2 (32)式の成立
???
―??????????
IJ' 
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図3 OV> 0の場合 図4 OV< 0の場合
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ふ
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図4では逆に OV<0になることが明らかで，前述の Schmalenseeによる説
明よりも一般性のある証明が与えられた。
なお Johansson(1987)の第1章第2節では，上述のOVの符号の説明に
当たって，環境資産の供給変化を間接効用関数内の変数とする方法が採られ，
この方法は今後の研究にゆだねることにする。
4 • 対外債務と自然の取換えのオプション価値
本節は対外債務を負った中南米の国ぐにについて，熱帯雨林という自然を
保護するために，債務と自然の取換え（スワップ）の問題に適用されるオプ
ション価値の概念を考察する。Chambers-Chambers-Whitehead[ CCWと略
記](1994)は，これを金融オプション価値と同一の概念として把え，いわゆ
るBlack-Scholes式を単純化した形で，債務・自然スワップのオプション価
値を決定できると考えた。彼等の方法は全面的に Margrabe(1978)に依拠し
ているが，我われは McDonald-Siegel(1985)の考え方に従い， CCW(1994)
の2微分方程式に代えて， 1つの微分方程式を想定するだけで，同じ結果を
導くことができることを示そう。
広大な熱帯雨林を擁する国が，巨額の対外債務を抱えていて，この債務の
弁済のために熱帯雨林を製材・鉱石採掘などの目的に開発しなければならな
い状態を想定する。対外債務の価値を bと記して，それは既知の貨幣フロー
の現在価値を指し，熱帯雨林の価値は，自然保護組織(conservationorganiza-
tion, 略して CO)の各構成員がそれを保全するために，喜んで支払ってよい
金額Y;の合計額yによって表されるものと考える。熱帯雨林が開発によって
消滅するにつれて，未開発の部分を保護したい願望は高まるので， yは時間 t
と共に増加する傾向にあるが，また情報によるショックによっても変動する
であろう。このようなyの運動を確率過程として，
dy (t) 
=μdt+<J"dz(t), t~O (39) y (t) 
と表現する。ここにμ(>0)はyの期待上昇率を， 6はyの成長率の 1単
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位時間での標準偏差を示し， z(t)は標準ウィナー過程に従う確率変数であ
る。 (39)式は幾何学的ウィナー過程に従う {y(t), t~0} を含意している。
（村田 (1991)と本稿の数学付録の [a]項を参照。）この過程での最初のy(O)
は既知であり， y(t) (t>O)の期待値と分散はつぎのようになる。（数学付
録の [b]項を参照。）
E [y (t)] = exp{(μ 十が/2)t} 
Var[y (t)] = (exp{がt}-1) exp{ (a2+2μ) t} 
この場合， y(t) は
y(t) = exp{匹 (t)+μt}, tzO 
と想定されている。
ところで(39)式の解は
(40) 
(41) 
(42) 
y (t) = y (0)•exp{(µ ー が/2)t+ <!Z (t)} (43) 
になり，その対数の期待値と分散は，それぞれ
E[log y (t)] =logy (0) + (μーが/2)t = 71t (44) 
Var[log y (t)] =がt= s~(45) 
になる。（数学付録の [c]項を参照。） (44)を用いて， (43)式の対数形を
logy(t)=111十匹(t) (46) 
と書くと，これは平均値 71t と分散 s~の正規分布に従うことは， z(t)~N(O,
t) によって明らかである。ゆえにy(t)は（数学付録の(A.23)式）
E [y (t)] = y (0)•exp{µt} (47) 
の平均値をもつ対数正規分布に従うので，その密度関数はつぎのg[y(t)]で
与えられる。（数学付録の [d]項を参照。）
0 <y(t) <ooについて，
g[y(t)]= 
exp[-{log y(t)-11tPl(2s~)] 
Y (t) St .fic 
(48) 
であり， y(t) :s; 0について g[y(t)]=0である。
さて現在を t=Oとして， t=Tの時点においての対外債務の現在価値をbT
と記し， y(T)の期待値 (t=0における） E[y(T)]が bTを超えると，債務
115 
766 闊西大学『経清論集j第47巻第6号 (1998年3月）
を熱帯雨林と取り換えることが可能で，その取換え契約時点を Tとしよう。
このとき
V(T)= E[max(O, y(T)-b分] (49) 
は，債務価値を行使価格として，熱帯雨林保全を購入するコール・オプショ
ンの価値と名付けられる (CCW(1994), p.138)。この場合， COがオプショ
ンの権利を行使できる主体で， y(T)がbrより小さいときは，オプション価
値 V(T)をゼロと評価し，権利を行使しない。 (49)式で定義される V(T)
は，金融オプションの価格付け (pricing)のBlack-Scholes式に帰着するこ
とを以下において説明する。 (CCWは債務 bも(39)式と同様の確率方程式で
変動するものと想定したが，我われは bを定数と考える。）
(49)式の V(T)はつぎのように書き換えられる。
V(T)=~00 {y(T)-br} g[y(T)] dy(T) 
br 
ここで変数変換
p(T)= {Iogy(T)-T/,,.}/sr 
を行うと，
y(T) = exp{p(T)sr+T/r} 
となり，これより
dy (T) =s,, y (T)dp (T) 
(50) 
(51) 
(52) 
(53) 
を得る。したがって(48)のg[y(T)]を(50)式へ代入して， (51)~(53)の諸
関係式を考慮すると，下記のように整理される。
0 
V(T) =~[exp{p(T)sr+11r}-bT] (紐）12 exp{-p (T)2/2}dp (T) (54) 
"' 
ただし， (51)の変数変換に対応して
aT = {log bT-T/T}!sT 
と置かれた。
さらに変数変換
h(T)=P(t)-sr 
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を行い，これより派生する関係式
p (T)sT=s,-十s.,-h(T) (57) 
p (T) 2=s,-+2s.,. h(T) + h(T) 2 (57') 
を考慮すると， (54)式はつぎのようになる。
V(T) =f exp{m・+sり・/2-h(T)2/2}・(2冗）一112dh(T) 
"'―., 
-b.,-f" (紐）一1'2exp{-p(T)2/2}dp(T) (58) 
"' 
= exp{ 11r+ s~·/2}·N (sT-ar) -b.,-N (-aT) (58') 
ただし
N (sr-a.,-)=~,, -a, (2冗）12 exp{ー が/2}dh (59) 
N (-a.,.)=~ (21t)-112 exp{ー が/2}dp (59') 
と置かれている。一般に標準正規分布に従う確率変数 Xについて，その累積
密度関数を
N(k)=~~. ヽ(2冗）ー i,2exp{―炉/2}dx
と書くと，
(60) 
r~k (Z冗）ー i2 exp{―炉/2}dx= N (k) (61) 
が成立する。我われは(61)の恒等式を(58)式へ当てはめて， (58')式を得た。
arを (55) 式によって表し， 7/t と s~ とをそれぞれ(44)と(45)の両式で書き換
えると， (58')式はつぎのように表現できる。
V(T) =y(O)e•r N(d,)-b、TN(d2) 
ここに d,とんは下記のように置かれている。
d, = Iog(y (0) / br) j (μ 十が/2)T 
a T 
d戸 d,―a/T 
(62)式はまた， (47)式を考慮すると，
V(T)=E[y(T)] N(d,)-brN(必）
と書くことができる。
(62) 
(63a) 
(63b) 
(62') 
(62)または(62')式は，コール・オプション価格の Black-Scholes式に本質
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的に等しい（村田 (1991),p.818を参照）。
数学付録
[ a J ウィナー過程（またはブラウン運動過程）
ブラウン運動過程{z (t)}の厳密な定義は，
①増分 [z(t+s)-z(s)]が正規分布N(0, <1/t) に従う。
②全ての排反な区間[!;, l;+iJにおける増分 {z(t.+1)-z(t;)}は独立であ
る。
③ z(O)=Oで， z(t) はt=0において連続である。
の3条件を満たすことであり（森村・木島 (1991),p.98を参照），特に <1z2=
1であるときを標準プラウン運動過程（標準ウィナー過程）と呼ぶ。
いま {z(t)}が標準ブラウン運動過程に従うとすれば，
y(t)=exp{z(t)}, /2:0 (A.l) 
で定義される {y(t), /2:0}は幾何学的ブラウン運動過程と呼ばれ，さらに
μzを定数として，
w(t)=z(t)+μzl, /2:0 (A.2) 
で定義される {w(t), t 2:0}は， ドリフト μzを持つブラウン運動と名付け
られ，
y (t)三 exp{w(t)}, /2:0 (A.3) 
で定義される {y(t), t 2:0}もまた幾何学的プラウン運動（または幾何学的
ウィナー過程）と呼ばれる。 (A.1)の定義は (A.3)の定義の特殊形(μ,,=
0の場合）と考えられる。
(A. 3)式は両辺の対数（自然対数）をとった式
log y(t)=z(t)+μzf 
をtについて微分して，その両辺に dtを乗ずると，
dy(t) 
=μzdt+ dz (t) y (t) 
を得る。これは本文の(39)式と同形である。
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[b] 幾何学的ウィナー過程の期待値と分散
{ z (t), t~0 }が標準ウィナー過程に従うとき，μ と6を定数として，幾
何学的ウィナー過程y(t)を，
y(t)=exp{<1z(t)+μt}, I~O (A.6) 
と定義しよう。 (A.6)式は (A.3)式と同形であるが，前者の方が一般化
されている。 (A.6)式のy(t)の積率母関数はつぎのようになる。
£[exp{ 8(<1z (t) +μt) }] =~exp{ 8(<1z (t) +μt) }・f (z (t)) dz (A. 7) 
ここにf(z)は正規分布 N(O, t)の密度関数で，
f (z) = (2が）一12exp{ー がI(21)} (A. 8) 
である。 (A.8) を (A.7)式右辺へ代入すると，
(A. 7)式右辺=(2が）一12exp{ 8µ!}~ ・exp{知ーが(21)一1}dz (A.9) 
となる。恒等式
8<1zー (2!)-lz2 = 2-102(12{-(2[)-1 (z -8<ft) 2 (A .10) 
を考慮し，また変数変換
k = ,-112(z-8<1t) (A.11) 
を行うと， dk=,-112dzも考慮に入れて，
(A .9)式右辺=(2冗）一12exp{ (8μ 十がが/2)t}~. exp{ー が/2}dk
を得る。さらに公式
~ ・exp{ー が/Z}dk=(2冗）1/2 
を (A.12)式へ代入すると，結局において (A.7) は
E [exp{ 8 (<1z +μt)}] = exp{ (8μ 十がが/2)t} 
に帰着する。
(A .12) 
(A .13) 
(A .14) 
(A. 6)のy(t)の期待値は， (A.14)式において 0を1と置いたもので，
それは
E [y (t)] = exp{ (μ十が/2)t} (A.15) 
である。そして y(t)の分散は， (A.14) と (A.15) を考慮にいれると，
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Var[y(t)] =E[y(t)2]-(E[y(l)])2 
になる。
=E [exp{2 (<J"z +μt)}] -exp{2/ (μ十が/2)}
= (exp{が/}-1) exp{ (が+2μ)t} 
[c] (39)式の解およびその期待値と分散
(A .16) 
(A. 6)式の両辺の対数をとって， tについて微分し，両辺に dtを乗ずる
と，本文の(39)式を得る。
dy (t) 
=μdt+<1dz(t), I~0 (A.17) y (t) 
この確率微分方程式をy(t)について解くと，
y (t) = y (0)•exp{ (μーが/2)t+ (fZ (t)} (A .18) 
になるが，これを証明するには，つぎのようにする。いま z(t)は標準ウィナ
一過程に従う確率変数であるとき， z(t)の一般的関数
y=F(t, z(t)) (A.19) 
の全微分は，
dy=(Fげ (1/2)F,,,,)dt+F.dz (A.20) 
になる。いま (A.18)式右辺を F(t,z) と置くと，
応詈=(μーが/2)y(t) 
F,,-aF ＝ az = cry (t) 
がFF立= =がy(t) az2 
となり，これらを (A.20)式右辺へ代入すると， (A.17)式が得られる。（証
明了）
(A .18)のy(t)の積率母関数を， [b」項と同じようにして求めると，それ
はつぎのようになる。
E [y (t) 0] = y (0) 0 exp{ Ot (μーが/2)}~ exp{釦 }・f(z) dz (A.21) 
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=y(O) 0 exp{0(μ+ (0-1)びツ2)/} (A.22) 
(A .21)から (A.22)を導出するプロセスに， (A.8)~ (A.13)が介在し
ているが，それを省略して，結果のみを示した。
したがって y(t)の期待値は， (A.22)において 0=lと置けばよい。すな
わち
E [y (t)] = y (0)•exp{µ/} (A .23) 
そして y(t)の分散はつぎのようになる。
Var[y (t)] = E [y (t) 2] -(E [y (I)]) 2 
= y (0) 2• [exp{ (2μ+ <J'2) t} -exp{ 2μt}] 
=y (0) ら [exp{ が t}-l]•exp{2µt} (A.24) 
つぎに (A.18)のy(I)の対数をとると
log y(t) =log y(O) + (μーが/2)t+匹 (t) (A .25) 
となり，その期待値を求めると， E[z(t)]=Oを考慮して，
£[log y(t)] =log y(O) + (μーが/2)/ (A.26) 
となる。また (A.25)のlogy(t)の分散は下記のようになる。
Var[log y(t)] =£[{log y(t)-E[log y(t)]}2] 
=E[がz(t)汀
＝ぷt
ただし Var[z(t)] = tが (A.27)の最終式の導出に用いられた。
[d] 対数正規分布
(A .27) 
x =logy (ここに logは自然対数）の Xが正規分布N(ふ Qりに従うと
き， yは対数正規分布に従うと言い，その密度関数g(y)は， 0<y<ooについ
て，
g(y) = {1/(yw冨） }•exp[ -(logy-ど）ツ(2か）］
であり， yの期待値と分散は，それぞれ
(A .28) 
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E(y) = exp{ど＋研/2} (A .29) 
Var(y) = [exp{w外ー l]exp{2ど+w叶 (A .30) 
になる。 (yの積率母関数E(yB)を [b]項と同じプロセロで算定して， 0=
1と置けばE(y)を得る。そして Var(y)=E (サ）一 [E(y)J2 を用いる。）
［付記］本研究は平成9年度関西大学学術研究助成基金（共同研究）を受
けて行われた。
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